	Känguru der Mathematik 2003

Gruppe Student (11. Schulstufe und höher)

Lösungen 
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3 Punkte Beispiele  

1) Bei der Zugfahrt nach Rimini ist Lisa im 7. Waggon von vorne gesessen, während Marco weiter vorne saß, und zwar im 6. Waggon von hinten. Zwischen ihren beiden Waggons war genau ein weiterer. Wie viele Waggons hatte der Zug?

A) 15

B) 14

C) 13

D) 10

E) 9

Antwort: D
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Wenn Marcos Waggon – der sechste von hinten – vor Lisas Waggons ist und zwischen den beiden Waggons noch ein weiterer ist, dann ist Lisas Waggon – der siebte von vorne – zugleich der vierte von hinten. Dahinter sind also noch drei Waggons; der Zug besteht also aus 10 Waggons (sh. Abb.).
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2) Welche der folgenden Figuren entspricht der Deckfläche des 
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abgebildeten Objekts?


A)

B)

C)

D)

E)


Antwort: E

3) Die Fläche des abgebildeten Quadrats ist a und die Fläche jedes der Kreise ist b. Wie groß ist die Fläche, die von der dicken Linie eingeschlossen wird?

[image: image3.wmf]
A) 3b


B) 2a+b

C) a+2b

D) 3a


E) a+b
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Antwort: B 

Die von der dicken Linie eingeschlossene Fläche lässt sich in zwei Halbkreise und zwei Quadrate zerlegen (sh. Abbildung). Daher ist ihr Flächeninhalt 2a+b.
[image: image4.wmf]
4) Marlene berechnet das Volumen einer Kugel. Irrtümlich verwendet sie dabei die Länge des Durchmessers anstatt der Länge des Radius. Was kann sie mit ihrem Ergebnis machen, um die richtige Antwort zu erhalten?

A)  Durch 2 dividieren.

B)  Durch 4 dividieren.

C)  Durch 6 dividieren.

D)  Durch 8 dividieren.

E)  Durch 16 dividieren.

Antwort: D


Für das Volumen V einer Kugel gilt
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5) 2n + 2003 + 2n +2003  = 

A) 2n + 2004

B) 22n + 4006

C) 42n + 4006

D)  42n + 2003

E) 4n + 2003 

Antwort: A


2n + 2003 + 2n +2003  = 2(2n + 2003 = 2n + 2003 + 1 = 2n + 2004
6) Welche der folgenden Zahlen ist für jede ganze Zahl n ungerade?  
 

A) 2n2 + 2003     
B) n2 + 2003    
C)  n3       
D)  n + 2004      
E) 2003n


Antwort: A

Für jede ganze Zahl ist 2n² als Vielfaches von 2 gerade. Addiert man dazu die ungerade Zahl 2003, so ist die Summe 2n2 + 2003 in jedem Fall eine ungerade Zahl. (2003n, n³ und n+2004 sind nur für ungerade n ungerade, n² + 2003 nur für gerade n.)

7) Eine Schule hat in den vier Jahren von 1999 bis 2002 durchschnittlich 325 Schüler pro Jahr aufgenommen. Für die fünf Jahre von 1999 bis 2003 ist der Durchschnitt um 20% höher. Wie viele Schüler hat die Schule im Jahr 2003 aufgenommen?

A)  650

B)  600 

C)  455

D)  390

E)  345

Antwort: A 

Die durchschnittliche Schülerzahl für die Jahre 1999 bis 2003 ist um 20% höher als 325, also 390. Bezeichnen wir die Schülerzahl für das Jahr 2003 mit x, so ergibt das
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8) Die Menge aller Parameterwerte für m, für welche die Kurven x2+y2=1 und y=x2+m genau einen gemeinsamen Punkt besitzen, ist

A) {-5/4, -1, 1}
B) {-5/4, 1}

C) {-1, 1}

D) {-5/4}

E) {1}

Antwort: E

Lösung 1: Weil in beiden Kurvengleichungen x nur mit geradem Exponenten vorkommt, ist das Vorzeichen der x-Koordinate unwesentlich dafür, ob ein Punkt auf einer der beiden Kurven liegt oder nicht. Das bedeutet, dass beide Kurven symmetrisch zur y-Achse sind, und dass es zu jedem Schnittpunkt P(u>0/v) der beiden Kurven einen zweiten Schnittpunkt P'(-u/v) der beiden Kurven gibt. 

Notwendig dafür, dass die Kurven genau einen (reellen) Schnittpunkt haben, ist es, dass es einen Schnittpunkt mit x-Koordinate 0 gibt; hinreichend ist es, dass es nur eben diesen Schnittpunkt gibt.

Die notwendige Bedingung liefert (durch Einsetzen in die erste Kurvengleichungen) y² = 1 und somit (aufgrund der zweiten Gleichung) m = (1.

Während die Kurve x² + y² = 1 mit der Kurve y = x² + 1 tatsächlich nur den Schnittpunkt S(0/1) habt, haben die Kurven x² + y² = 1 und y = x²  1 darüber hinaus noch die Schnitt-punkte (-1/0) und (1/0).

Somit ist m = 1 der einzige Parameterwert, für den die Kurven x2+y2 = 1 und y = x2+m genau einen gemeinsamen Punkt besitzen. 

Lösung 2: In den vorgegebenen Lösungen sind insgesamt 3 verschiedene Werte für m vorgegeben, nämlich –5/4, -1 und 1. Berechnet man für jeden der drei Werte die Schnittpunkte der beiden Kurven, so zeigt sich, dass m = 1 der einzige Parameterwert ist, für den die Kurven x2+y2 = 1 und y = x2+m genau einen gemeinsamen Punkt besitzen 

[image: image49.wmf]
9) Wie viele verschiedene Möglichkeiten gibt es, alle weißen Einheitsquadrate mit 20 1x2 Rechtecken (Dominos) zu überdecken? (Hinweis: Zwei Möglich-keiten zählen als gleich, wenn alle Rechtecke ohne Verdrehen des Bretts an derselben Stelle liegen.)

A) 8     B) 16     C) 32     D) 64     E) 100
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Antwort: B

Jeder der vier "quadratischen Ringe" in den Ecken muss durch genau vier windmühlenartig angeordneteDominos überdeckt werden: Würde von einem der "Verbindungs-teile" ein Domino in den Ring hineinreichen, dann blieben im Ring sieben Felder frei, und es müsste als Konsequenz vom anderen Verbindungsteil ebenfalls ein Domino in den Ring ragen. Dann könnte aber das grau markierte Feld zwischen den beiden dadurch belegten Feldern nicht mehr überdeckt werden.

Das bedeutet, dass nur die "Orientierungen der Windmühlen" in den einzelnen Ringen wählbar sind. Das macht bei zwei Möglichenkeiten für jeden der vier Ringe 24 = 16 Mög-lichkeiten.   

[image: image51.wmf]
10) Wir bauen nach der angedeuteten Vorschrift ein Dreieck mit ganzen Zahlen größer als 1 in jedem Feld. Welche der vorgeschlagenen Zahlen kann nicht im grauen Feld stehen? 

A)  154     B) 100     C) 90     D) 88     E) 60

Antwort: A

Bezeichnet man die Zahlen in der obersten Zeile mit a, b und c, so steht nach der angedeuteten Vorschrift im grauen Feld die Zahl ab²c, also eine Zahl, die durch die Quadratzahl b² > 1 (nach Voraussetzung) teilbar ist. Während 100 durch die Quadratzahlen 4, 25 und 100, 90 durch 9, 88 wie auch 60 durch 4 teilbar ist, ist 154 = 2(7(11 durch keine Quadratzahl größer als 1 teilbar und kann daher nicht im grauen Feld stehen.  

 4 Punkte Beispiele  
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11) Es sei ABC ein Dreieck mit der Fläche 30 (siehe Figur). Seien D ein beliebiger Punkt im Inneren und e, f und g die Abstände von D zu den Dreiecksseiten wie abgebildet. Bestimme den Wert des Ausdrucks 5e + 12f + 13g.

A)  120
B)  90

C)  60

D)  30

E)  Man kann den Wert nicht ohne Kenntnis des Punkts D bestimmen.
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Antwort: C

[image: image54.wmf]Zerlegt man das Dreieck ABC durch die Verbindungs-strecken von D mit A, B beziehungsweise C in die Teildreiecke ABD, BCD und CAD, so erkennt man, dass 13g, 12f und 5e in dieser Reihgenfolge die doppelten Flächeninhalte dieser Teildreiecke sind. Daher ist 5e + 12f + 13g der doppelte Flächeninhalt des Dreiecks ABC, also 60.  


12) Ein Quader wurde aus vier Teilen gebaut, von denen jeder aus 4 Würfeln besteht. Wie sieht der weiße Teil aus?
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                 A)                       B)                         C)                            D)                         E)

Antwort: A
[image: image8.jpg]



13) Zwei weiße und acht graue Möwen fliegen über einen Fluss. Sie landen am Ufer und kommen in einer geraden Linie zu stehen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden weißen nebeneinander zu stehen kommen?
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A)  
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B)  
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Antwort: A

Es gibt 
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mögliche "Muster", die die weißen und grauen Möwen bilden können. Bei 9 dieser Muster sitzen die weißen Möwen neben einander (als erste und zweite, als zweite und dritte, ...). Daher beträgt die Wahrscheinlichkeit 9/45 = 1/5. 

14) 
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A) 2000

B) 2001 

C) 2002

D) 2003

E) 2004

Antwort: B


Es gilt 1 + (n–1)(n+1) = n². Daraus folgt
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15)  12, 13 und 15 sind die Längen von zwei Seiten und der Höhe über der dritten Seite in einem spitzwinkeligen Dreieck (nicht unbedingt in dieser Reihenfolge). Bestimme die Fläche des Dreiecks.

A)  168     B)  80     C)  84     D) 
[image: image17.wmf]65
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     E) Die Fläche ist nicht eindeutig bestimmt.

Antwort: C

[image: image56.png]


Von den drei Abständen 12, 13 und 15, die von ein und demselben Eckpunkt des Dreiecks zu den Endpunkten der gegenüber liegenden dritten Seite des Dreiecks und zum Höhenfußpunkt auf dieser Seite gemessen werden, ist die Länge der Höhe der kürzeste. Nach Satz von Pythagoras erhält man dann  als Abstände vom Höhenfußpunkt zu den Eckpunkten 
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. Weil das Dreieck spitzwinkelig ist, liegt der Höhenfußpunkt im Inneren der Seite, also ist die Länge der dritten Seite des Dreiecks 5 + 9 = 14, und sein Flächeninhalt 
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16) Ein Computer druckt der Reihe nach die siebenten Potenzen aller positiven ganzen Zahlen aus, also 17, 27, 37, ... usw. Wie viele dieser Zahlen liegen zwischen den Zahlen 521 und 249?

A)  13


B)  8


C)  5


D)  3


E)  2

Antwort: E 

Wegen 521 = (53)7 = 1257 und 249 = (27) 7 = 1287 liegen zwischen 521 und 249 genau zwei Zahlen, nämlich 1267 und 1277. 

17) In welchem der folgenden Fälle ist ein Dreieck eindeutig aus den Bestimmungsstücken konstruierbar?

A) AB = 11cm, BC = 19cm, CA = 7cm

B) AB = 11cm, BC = 6cm, (BAC = 63°

C) AB = 11cm, CA = 7cm, (CBA = 128°

D) AB = 11cm, (BAC = 63°, (CBA = 128°

E) In keinem Fall.

Antwort: E

Angabe (A) erfüllt nicht die Dreiecksungleichung; in Angabe (D) ist schon die Summe der zwei gegebenen Winkel größer als 180°. In Angabe (C) ist die dem (als stumpfem Winkel) größten Winkel (CBA gegenüberliegende Seite CA des Dreiecks nicht die längste Seite des Dreiecks. Daher ist keines dieser Dreiecke konstruierbar.

Für die Angabe (B) lässt sich z.B. mittels Sinussatz begründen, dass das Dreeick nicht konstruierbar ist: Für ( = (ACB müsste 
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gelten. (Oder – anschaulich gesagt: Zeichnet man (BAC und trägt dann AB auf, um B zu erhalten, ist der Kreis um B viel zu klein, um den zweiten Schenkel des Winkels zu schneiden.)

Daher ist in keinem der angegebenen Fälle das Dreieck eindeutig konstruierbar.
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18) In der Abbildung sehen wir zwei Quadrate mit Seitenlänge 2m bzw. 1m. Was ist die Fläche des grauen Bereichs? 

A)  1 m2    
B)  2 m2    
C)  2
[image: image22.wmf]2

 m2    
D)  4 m2    

E)  Es hängt von der Lage der Quadrate ab.

[image: image58.wmf]Antwort: A

Lösung 1: Die Geraden AB und CD sind zu einander parallel, daher gilt nach Strahlensatz

SX : SY = SA : SC = AB : CD = 2 : 1.

Daraus folgt SY = XY = 1m und somit SX = 2m.

Daher kann der Flächeninhalt A des grauen Bereichs berechnet werden:
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"Lösung " 2: Faltet man die drei grauen Dreiecke längs ihrer ge-meinsamen Seiten mit dem kleinen Quadrat in das kleine Quadrat hinein, so wird das kleine Quadrat durch die Dreiecke genau verdeckt. Daher hat der graue Bereich wie das kleine Quadrat genau den Flächeninhalt 1m². 

19) 1002-992+982-…+22-12 =

A) 2002  
B) 2020
C) 4040     
 D) 5050       
E) 8008

Antwort: D

Lösung 1:



[image: image24.wmf]100

99

98

97

2

1

(100

99)(100

99)

(98

97)(98

97)

(2

1)(2

1)

199

195

191

7

3

(199

3)

(195

7)

(103

99)

25

202

5050

2

2

2

2

2

2

Summanden

25

Summanden

-

+

-

+

+

-

=

=

-

+

+

-

+

+

+

-

+

=

=

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

=

×

=

=

K

K

K

1

2

4

4

4

4

3

4

4

4

4

K

1

2

4

4

4

4

4

4

3

4

4

4

4

4

4

50


Lösung 2:
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20)  
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B) 
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C) 6


D) 
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E) 
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Antwort: B

Wegen a > 0 gilt 
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Weiters gilt
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und daher
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 5 Punkte Beispiele  
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21) Wir zeichnen zuerst ein gleichseitiges Dreieck und dann seinen Umkreis. Wir zeichnen dann ein Quadrat, das diesen Umkreis umschreibt und dann seinen Umkreis. Danach schreiben wir diesem Kreis ein regelmäßiges Fünfeck um, ergänzen seinen Umkreis, und so weiter. Wir setzen auf diese Weise mit Kreisen und regelmäßigen Vielecken (von denen jedes um eine Seite mehr als sein Vorgänger hat) fort, bis wir schließlich das regelmäßige 16-Eck gezeichnet haben. Wie viele einzelne (disjunkte) Gebiete haben wir im Inneren dieses letzten Vielecks erzeugt?

A) 232    

B)  240   

C) 248  

D) 264   

E) 272

Antwort: C

Jedes der regelmäßigen n-ecke vom Viereck (Quadrat) bis zum 15-eck zerlegt den Bereich zwischen seinem Inkreis und seinem Umkreis in 2n disjunkte Gebiete. Dazu kommen noch 4 Gebiete im Inneren des Inkreises des Quadrats und 16 zwischen dem regelmäßigen 16-eck und seinem Inkreis. Daher ist die Anzahl der Gebiete insgesamt
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22)  Ein Punkt P(xP/yP) liegt auf einem Kreis mit Mittelpunkt M(2/2) und Radius r. Wir wissen, dass yP = r > 2 ,und dass xP, yP und r lauter positive ganze Zahlen sind. Was ist der kleinstmögliche Wert von xP?

A) 2


B) 4


C) 6


D) 8


E) 10

Antwort: C


Der Kreis hat die Gleichung (x–2)² + (y–2)² = r². Daher muss (wegen yP = r)

(xP–2)² + (yP–2)² = yP²

und damit

(xP–2)² = 4(yP–1)

gelten. Weil xP und yP positive ganze Zahlen sind, muss yP–1 eine Quadratzahl sein. Damit xP möglichst klein wird, muss auch yP–1 möglichst klein sein. Wegen yP > 2, also yP–1 > 1,  muss yP–1 = 4, also yP = r = 5 gewählt werden. Dann ergibt sich (xP–2)² = 16, xP–2 = (4, also (wegen xP > 0) xP = 6.     
23)  Es seien A > B > 1 positive ganze Zahlen, sodass A, B, A-B, A+B lauter Primzahlen sind. Dann ist die Zahl S = A+B+(A-B)+(A+B)

A) gerade.


B) ein Vielfaches von 3.

C) ein Vielfaches von 5.


D) ein Vielfaches von 7.
E)  eine Primzahl.

Antwort: E

Wären A und B beiden ungerade (oder gerade), dann wäre A+B eine gerade Zahl größer als 2, also keine Primzahl. Daher muss A oder B gerade sein. Weil auch A und B Primzahlen sein müssen und wegen A > B bedeutet das B = 2. 

Nun müssen auch A–2, A und A+2 Primzahlen sein. Eine dieser drei Zahlen ist aber in jedem Fall durch 3 teilbar, muss als Primzahl also gleich 3 sein. Daraus folgt A–2 = 3, also A = 5. 

Damit erhalten wir S = A+B+(A–B)+(A+B) = 3A+B = 17, S ist also eine Primzahl.

24)  Eine Geschäftsführerin soll den Verkaufspreis eines Pullis festsetzen. Aus der Marktforschung weiß sie, dass 100 Leute in ihrem Gebiet einen Pulli kaufen werden, wenn sie sie um einen Stückpreis von 75 Euro verkauft. Für jede Preiserhöhung um 5 Euro kaufen um 20 Leute weniger einen Pulli. Für jede Preisreduktion um 5 Euro kaufen aber um 20 Leute mehr einen Pulli. Jeder Pulli kostet im Ankauf 30 Euro. Welcher Verkaufspreis bringt dem Geschäft den größten Profit?

A) 85 Euro 

B) 80 Euro 

C) 75 Euro 

D) 70 Euro

E) 65 Euro

Antwort: E

[image: image61.wmf]Lösung 1: In der Tabelle sind für jeden Verkaufspreis der zu erwartende Absatz, der zu erwartenden Verkaufserlös, der Einkaufspreis und der Gewinn aufgelistet. Der höchste Gewinn ergibt sich bei einem Verkaufspreis von 65 Euro.
Lösung 2: Wenn bei einer Preiserhöhung/senkung um 5 Euro der Absatz um 20 Stück sinkt/steigt, so ändert er sich bei einer Preisänderung um x Euro um –4x Stück; bei einem Preis von (75+x) Euro können also (100–4x) Pullover verkauft werden. Weil der Einkaufspreis 30 Euro beträgt, ist der Gesamtgewinn durch

G(x) = (45+x)(100–4x) = 4500 –80x – 4x² 

gegeben. G(x) ist dann möglichst groß, wenn 4x² + 80x möglichst klein ist. Wegen

4x² + 80x = 4(x²+20x) = 4[(x+10)² - 100]

ist das genau dann der Fall, wenn x+10 = 0, also x = –10 gilt. Somit lässt sich der höchste Gewinn bei einem Verkaufspreis von 75–10 = 65 Euro erzielen.

Lösung 3: Das Maximum von G(x) kann natürlich auch mittels Differentialrechnung bestimmt werden.   
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25) Im Rechteck ABCD, sind P, Q und R die Mittelpunkte der 

Seiten BC, CD und AD. M ist der Mittelpunkt von QR. Welchen 

Bruchteil der Fläche von ABCD wird vom Dreieck (APM 

eingenommen?

A) 1/4 

B) 1/6

C) 3/8  
D) 1/3

E) 5/16
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Antwort: E

Wir legen durch M Parallele zu AD bzw. AB; sie schneiden CD bzw. AD in X bzw. Y. Weil M die Strecke QR halbiert, halbiert nach Strahlensatz X die Strecke DQ, Y die Strecke DR. Daher gilt mit a = AB, b = AD
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Für den Flächeninhalt des Dreiecks (APM ergibt sich damit
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26) Eine Folge (an)n(0 ist folgendermaßen definiert :

a0=4; 
a1=6;
an+1=(an)/(an-1) , für alle n ( 1.

Dann ist a2003 gleich:

A) 3/2

B) 2/3

C) 4

D) 1/4

E) 1/6 

Antwort: 


Wir erhalten
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Das bedeutet, dass die Folge periodisch ist mit Periodenlänge 6. Wegen 2003 ( 5 (mod 6) gilt somit
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27) Es ist bekannt, dass 10n +1 ein Vielfaches von 101 ist, und dass n eine 2-ziffrige Zahl ist. Was ist der größtmögliche Wert von n? 

A) 92    
B) 94     
C)  96   
D)  98       E) 99

Antwort: D

10n +1 ist genau dann ein Vielfaches von 101 = 102 +1, wenn n ein ungerades Vielfaches von 2, also eine durch 2, aber nicht durch 4 teilbare Zahl ist. Die größte zweistellige Zahl mit dieser Eigenschaft ist 98.
28) Peter zeichnet auf jeder Kante eines Würfels einen Pfeil, womit er einen Vektor definiert. Er addiert alle 12 sich dabei ergebende Vektoren und erhält einen Summenvektor. Wie viele verschiedene Summenvektoren kann Peter auf diese Art erhalten?

A) 25


B) 27


C) 64


D) 100


E) 125
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Antwort: E

Weil die Kanten AB, CD, EF und GH gleich lang und parallel sind, stimmen die Vektoren, die Peter durch Pfeile an diesen Kanten definieren kann, in Richtung und Betrag mit dem Verbindungsvektor 
[image: image41.wmf]r

v

 von A und B überein. Als Teilsumme dieser vier Vektoren können sich die 5 Vektoren 
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ergeben. Analog gibt es unabhängig davon auch je 5 mögliche Teilsummen der Vektoren parallel zu den Kanten AD bezie-hungsweise AE, insgesamt also 5³ = 125 Summenvektoren. 

29) Gegeben seien die 6 Eckpunkte eines regelmäßigen Sechsecks und alle Strecken, die diese Punkte paarweise verbinden. Zwei solche Strecken, die einen gemeinsamen Punkt besitzen (auch ein gemeinsamer Endpunkt zählt als gemeinsamer Punkt) heißen „bekannt“. Haben zwei Strecken keinen gemeinsamen Punkt, so heißt das Streckenpaar „un-bekannt“. Wie viele „un-bekannte“ Streckenpaare gibt es?

A) 26 


B) 28 


C) 30 


D) 34 


E) 36

[image: image65.png]


Antwort: C

Es gibt drei Arten von Paaren "un-bekannter" Strecken, nämlich Paare un-bekannter Seiten, Paare, die aus einer Seite und einer Diagonale des Sechsecks bestehen, und Paare un-bekannter Diagonalen.

Zu jeder der sechs Seiten des Sechsecks gibt es drei Seiten, die mit dieser keinen gemein-samen Punkt besitzen. Weil jedes der dadurch bestimmten 18 Paare aber doppelt gezählt wird (nämlich bei der ersten und bei der zweiten Seite), gibt es 9 Paare un-bekannter Seiten.

Zu jeder der sechs Sechsecksseiten gibt es drei Diagonalen, die mit der Seite keinen gemeinsamen Punkt haben, also gibt es 18 Paare un-bekannter Strecken, die aus einer Seite und einer Diagonale des Sechsecks bestehen.

Schließlich gibt es drei Paare von Diagonalen (die keine Symmetrieachsen des Sechsecks sind), die un-bekannt sind.


Insgesamt gibt es 9 + 18 + 3 = 30 "un-bekannte" Streckenpaare im regelmäßigen Sechseck.     

30) Es sei f ein Polynom in x, für das f (x2 + 1) = x4 + 4x2 gilt. Bestimme f (x2 - 1).

A) x4 – 4x2       B) x4       C) x4 + 4x2 – 4       D) x4 – 4       E) Eine andere Antwort.

Antwort: D

Weil f(x²+1) ein Polynom vierten Grades ist, muss f(x) eine Polynomfunktion zweiten Grades sein, also

f(x) = ax² + bx + c.

Daraus folgt

f(x²+1) = a(x²+1)² + b(x²+1) + c = ax4 + (2a+b)x² + (a+b+c).

Durch Vergleich der Koeffizienten – es ist ja bekannt, dass f (x2 + 1) = x4 + 4x2 gilt -, erhalten wir

a = 1, b = 2, c = -3, 

also f(x) = x² + 2x – 3 und somit

f(x² – 1) = (x²–1)² + (x²–1) – 3 = x4 – 2x² + 1 + 2x² – 2 – 3 = x4 – 4.
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