Wahrscheinlichkeitsrechnung

1) a) Auf dem Weg zur Arbeitsstätte hat ein Autofahrer 2 Verkehrsampeln und dann einen Bahnübergang zu passieren. Unabhängig voneinander hat er an den Ampeln mit je 30%, am Bahnübergang mit 90% Wahrscheinlichkeit freie Fahrt. An jeder Ampel muß er mit 40%i Wahrscheinlichkeit nur 1 Minute, mit 30% Wahrscheinlichkeit 2 Minuten warten, am Bahnübergang hat er mit 10% Wahrscheinlichkeit eine Wartezeit von 3 Minuten.
Bestimme die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen                             X= Gesamtwartezeit und berechne den Erwartungswert E(X). 
b) Eine umfangreiche Auswertung der Fahrzeiten von Mitarbeitern einer Firma von der Wohnung zur Arbeitsstätte hat ergeben, dass die Zufallsvariable              T = Fahrzeit normalverteilt ist mit Erwartungswert 30 Minuten und Standardabweichung 4,75 Minuten. Als "normal" soll eine Fahrt gelten, wenn die Fahrzeit um höchstens 6 Minuten vom Erwartungswert abweicht.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dann eine beliebig herausgegriffene Fahrt "normal"?
Mit wie vielen "normalen" Fahrten kann man bei 230 Fahrten pro Jahr rechnen?
c) Ein Autofahrer behauptet, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der er zu spät zur Arbeit kommt, höchstens 2% beträgt. In den letzten 2 Jahren (460 Fahrten) ist er 15-mal zu spät gekommen. Kann er mit 5% Irrtumswahrscheinlichkeit seine Behauptung noch aufrechterhalten? Rechne mit der Normalverteilung ohne Korrekturglied!


2) Verwende Baumdiagramme und geeignete Wahrscheinlichkeitsverteilungen:
a) Ein Laplace-Würfel wird dreimal nacheinander geworfen. Berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse: 
A. Die Augenzahl 1 kommt genau zweimal vor! 
B. Jede der Augenzahlen 1, 2 und 3 erscheint genau einmal! 
b) Was ist wahrscheinlicher: Bei fünf Würfen höchstens zweimal die Augenzahl 1 zu erhalten oder bei 6 Würfen mindestens einmal die Augenzahl 1 zu erhalten? (Begründe durch Berechnung!)
c) Nun wird 600 mal gewürfelt. In welchem Bereich liegt die Anzahl der Sechser mit 80%  Wahrscheinlichkeit? Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden mindestens 110 Sechsen gewürfelt? (Skizze!)
d) Jim ist als Falschspieler bekannt. Er spielt gegen Joe ein einfaches Spiel. Kommt 4, 5 oder 6, so hat Jim gewonnen. Kommt 1, 2 oder 3, so hat Joe gewonnen. Nach 50 Spielen hat Joe nur 20 mal gewonnen. Kann Joe mit der maximalen Irrtumswahrscheinlichkeit von 5 % behaupten, dass der Würfel gefälscht und die Wahrscheinlichkeit für 1,2 und 3 kleiner als 50 % ist? ( Gib Art des Testes an und interpretiere das Testergebnis!)
In der Tabelle sind fiktive und reale Einkommensverteilungen gegeben:
[image: image1.png]%‘J

5 3

g =
212 & 5 3
s |& 3 @ 3
s |3 5 9 ¢
s|le & § %
10 [ 10 [o,01T 09 -
20 | 20 [ 0,8 1,4
30 [ 30 [55] 4 | -
40 | 40 [21,2] 6,1 [ 5,3
50 | 50 | 50 [ 95| -
60 | 60 |78,8]14,3]10,5
70 | 70 {94,5[21,3] -
80 | 80 [99,2]31,3] 15
90 | 90 |99,9[49,8] -
100 [ 100 | 100 | 100|100





Aus der Tabelle ist z. B. ersichtlich, dass auf die ärmsten 20% der Bevölkerung bei der Gleichverteilung 20% des Gesamteinkommens entfielen, bei der Normalverteilung nur 0,8%, bei der Realverteilung in Österreich 2% des Gesamteinkommens.
a.) Trage alle 4 Verteilungen in ein 10 cm x 10 cm Diagramm ein. Es ist ersichtlich, dass für die untersten 30% der Einkommensschichten die Realverteilung mit der Normalverteilung in etwa übereinstimmt.
Berechne unter der Annahme einer Normalverteilung: in Österreich beträgt das mittlere Bruttoeinkommen  26000.-  Schilling  mit einer Standardabweichung von 10000.- Wieviel Prozent aller Erwerbstätigen haben in Osterreich ein Einkommen, das unter dem halben Durchschnittseinkommen liegt?
Wieviel müsste man verdienen, um zu den 5% Bestverdienenden zu gehören? Interpretiere  beide Ergebnisse anhand des Verteilungsdiagrammes
b.) Die Verteilungskurven der beiden Realverteilungen sind sog. Lorenzkurven. Der GINI - Koeffizient bezeichnet den Wert: 1 - (Fläche unter der Lorenzkurve /Fläche unter der Gleichverteilungsgeraden) und ist ein empirisches Maß für die Verteilungsgerechtigkeit: je näher der Wert bei 1 liegt, desto ungerechter ist die Einkommensverteilung.
Berechne mit Hilfe der Simpson- oder Trapezformel mit den Werten aus der Tabelle die GINI - Koeffizienten für die beiden Realverteilungen.
c.) Der Anteil der unter der Armutsgrenze liegenden Personen in Österreich liegt bei ca. 4%, Es wird nun behauptet, dass der Anteil in den letzten Jahren gestiegen sei. Bei einer Stichprobe von 500 Personen finden sich 29 Personen unter der festgesetzten Armutsgrenze. Stelle eine Null- bzw. Altemativhypothese auf und untersuche, ob die Anzahl von 29 Personen innerhalb oder außerhalb eines Ablehnungsbereiches bei einem einseitigen Test mit 5 % und 1% Irrtumswahrscheinlichkeit liegt.

3) a)Bei den Verkehrsbetrieben einer Stadt sind erfahrungsgemäß 5% der Fahrgäste Schwarzfahrer.
a)Wie groß ist die W., daß sich in einem Bus mit 60 Fahrgästen
i)genau 4 Schwarzfahrer ,
ii)mindestens 3 Schwarzfahrer befinden ?
b)Wie viele Fahrgäste muss man mindestens überprüfen, um mit 99%-iger W. wenigstens einen Schwarzfahrer anzutreffen ?
c)Ein Kontrolleur überprüft täglich etwa 320 Fahrgäste. Wie viele Schwarzfahrer wird er im Mittel antreffen? In welchem symmetrischen Bereich um den Erwartungswert ( liegt mit 95%-iger W. die Anzahl der Schwarzfahrer, die er täglich antrifft ?
B)Um den Schwarzfahreranteil zu senken, werden die Strafe und die Anzahl der Kontrollen erhöht.
d) Nach einiger Zeit werden  3000 Fahrgäste kontrolliert. Darunter sind 120 Schwarzfahrer. Hat der Anteil der Schwarzfahrer abgenommen ? Teste (einseitig) mit der Irrtumswahrscheinlichkeit 0 = 0,01 !
e)Mit welcher Sicherheit kann man aufgrund dieser Stichprobe für den unbekannten relativen Anteil der Schwarzfahrer das Intervall l = [ 0,035 ; 0,045 ] angeben ?

4) Statistik aus dem Alltag 
a) Paul untersucht im Rahmen einer soziologischen Studie den Wähleranteil p, der die Todesstrafe befürwortet.
i) Wie viele Menschen müssen befragt werden, um  zu 99% sicher zu sein, daß eine Punktschätzung nicht mehr als 0.01 von p entfernt ist, wenn es keine Vorergebnisse gibt, die p abschätzen.
ii) Ein Meinungsinstitut fand heraus, daß ungefähr 67 % der Leute für die Todesstrafe sind. Wie viele Menschen müssen nun befragt werden, um zu 99% sicher zu sein, daß eine Punktschätzung nicht mehr als 0.01 von p entfernt ist ?
b) Das Durchschnittsalter, das Meerschweinchen erreichen, beträgt 3.97 Jahre. Angenommen, eine zufällige Stichprobe von 76 Tierbesitzern ergibt, daß ihre Meerschweinchen ein Stichprobenmittel von 4.23 Jahren erreichen, mit einer Stichprobenstandardabweichung von s = 1.82 Jahren.
Weist diese Information daraufhin, daß das Durchschnittsalter aller Meerschweinchen (Gesamtmittel) höher ist ? Verwende ein 95% Signifikanzniveau.
c) Für Kühlschränke besteht eine Wahrscheinlichkeit von 0.3, daß sie ordnungsgemäß entsorgt werden.
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß höchstens 4 von 20 Kühlschränken ordnungsgemäß entsorgt werden ?
i) Löse mittels Binominalverteilung. Begründe den Zugang.
ii) Löse durch Normalapproximation und begründe auch diesen Zugang.

5) Es wird von 2000 Personen die Blutgruppe bestimmt. Gib ein 95%-Konfidenzintervall für die Blutgruppe B (Häufigkeit 14,5%) an.
b) In einer medizinischen Reihenuntersuchung müssen 1200 Blutproben auf eine bestimmte Krankheit untersucht werden. Da nach bisheriger Erfahrung die Krankheit nur mit einer Häufigkeit von 1.8% auftritt, untersucht man gemischte Proben.
Bestimme die ideale Stichprobengröße, sodass die Anzahl der erforderlichen Untersuchungen minimal wird.
In wie vielen Mischproben wird wahrscheinlich kein Krankheitserreger nachgewiesen werden?
c) In einem der klassischen Versuche von RUTHERFORD und GEIGER über die Emission von  - Teilchen wurde gezählt, wie viele Teilchen in jedem der 2608 Zeitintervalle (von jeweils 7,5 Sekunden) emittiert wurden. Dabei wurde in 57 Zeitabschnitten kein Teilchen registriert.
Wie viele Teilchen wurden bei diesem Versuch wahrscheinlich insgesamt gezählt?
In wie vielen Zeitintervallen wurden wahrscheinlich genau zwei Teilchen gezählt?
d) Ein Teilchen wird beim Durchfliegen einer Molekülschicht mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,01 gestoßen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass es beim Durchfliegen von 50 Molekülschichten mindestens einmal gestoßen wird?

6) Der Jahresstromverbrauch von Haushalten kann als normalverteilte Zufallsgröße betrachtet werden.
Der Erwartungswert und die Standardabweichung betragen = 3200 und - = 400 [KWh]. Berechne folgende Wahrscheinlichkeiten und erläutere mit Hilfe von Skizzen:
a) Steigt der Verbrauch in einem Kalenderjahr über 4000 KWh, ist ein erhöhter Leistungspreis zu bezahlen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Haushalt diesen erhöhten Tarifbezahlen müssen ?                     ( 3 P )
Bis zu wieviel KWh verbrauchen die 20 Prozent der sparsamsten Haushalte? (2P.)
2)a) Eine Zufallsgröße X sei B ( 20; 0,4 ) binominalverteilt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit nimmt X die Werte 10 oder 11 an? P( X  { 10, 11}) (2P)
b) Vergleiche die unter a) gefundene Wahrscheinlichkeit mit jener, welche sich durch eine geeignete approximierende Normalverteilung bestimmen lässt.
Zeige auch die Notwendigkeit der Stetigkeitskorrektur. ( 3 P )

Eine Fluggesellschaft bietet mit einem Airbus (300 Sitzplätze) Linienflüge an. Erfahrungsgemäß wird ein gebuchter Flug auf dieser Linie nur mit der Wahrscheinlichkeit 0,8 belegt.
a) In welchem Bereich, symmetrisch zum Erwartungswert, liegt mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit die Anzahl der tatsächlich belegten Flugplätze bei einem ausgebuchten Flug? (3)
b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem ausgebuchten Flug mindestens 250 Plätze belegt werden?
c) Zur besseren Auslastung werden die Flüge jedoch überbucht. Wie viele Buchungen darf die Fluggesellschaft annehmen, wenn das Risiko mindestens einen Passagier mit gebuchtem Flug abweisen zu müssen, höchstens 0,001 betragen soll?(3)
d) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer 20%-igen Überbuchung eines Fluges (d.h. 360 Plätze verkauft)  nicht alle erscheinenden Fluggäste transportiert werden können?(3)

7) Beim Roulettespiel fällt eine Kugel auf eine der 37 Zahlen 0, 1 ,2, ..., 36. Alle Zahlen treten mit dergleichen Wahrscheinlichkeit auf.
a)Ein Spieler setzt zehnmal hintereinander darauf, dass eine ungerade Zahl getroffen wird. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass er mindestens drei Spiele gewinnt?
b)Ein Spieler setzt öS 200,-- auf „.ungerade" und wendet die folgende „Verdoppelungsstrategie" an: Wird eine ungerade Zahl getroffen, so erhält er das Doppelte seines Einsatzes und hört mit dem Spielen auf. Wird eine gerade Zahl oder die Zahl „Null" getroffen, so erhält er keine Auszahlung. In diesem Fall verdoppelt er den vorhergehenden Einsatz und setzt wieder auf „ungerade". Der Spieler spielt mit dieser Strategie solange, bis zum ersten Mal „ungerade" eintritt, höchstens jedoch fünfmal. Mit welcher Wahrscheinlichkeit verliert der Spieler fünfmal, und wie groß ist in diesem Fall der Verlust? Wie groß ist der Erwartungswert des Gewinns (des Verlustes) des Spielers bei dieser Strategie?
c)Ein Spieler vermutet, dass bei einem bestimmten Spieltisch die Wahrscheinlichkeit für das Ergebnis „Null" größer als ist. Er beobachtet 800 Spiele und stellt fest, dass dabei 34 mal die „Null" getroffen wird. Ist der Spieltisch in Ordnung? Teste einseitig mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1%.


